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В работе рассматривается алгоритм построения численного решения контактной задачи теории 
упругости применительно к телу, которое имеет выраженное одностороннее дискретное 
контактное взаимодействие с абсолютно упругим полупространством. Особенностью 
рассматриваемого алгоритма является специально разработанная процедура коррекции 
касательных сил в дискретных контактных точках, позволяющая добиться достаточно точного 
выполнения принятого закона трения. Алгоритм встроен в общую конечно-элементную 
технологию, с помощью которой создана прикладная программа. Исследована вычислительная 
эффективность алгоритма с помощью решения модельных задач. 
Ключевые слова: дискретное контактное взаимодействие; контактная задача теории 
упругости; метод конечных элементов 
 
Введение 
Разработка и эксплуатация объектов современной техники и новейшей технологии 
требуют надежной оценки прочностных характеристик ответственных элементов конст-
рукций и технологического оборудования, находящихся в условиях воздействия высоко-
интенсивного термомеханического нагружения, сопровождаемого, как правило, контакт-
ным взаимодействием [1, 2, 6 - 11]. Математическое моделирование напряженно-
деформированного состояния таких деталей и узлов в зонах контакта, базирующееся на 
адекватных математических моделях, современных численных методах и эффективных 
прикладных алгоритмах, реализующих непосредственное определение собственно самих 
полей перемещений, деформации и напряжений, является основным инструментом, обес-
печивающим оперативное получение требуемых данных для расчетов на прочность и дол-
говечность [1, 6, 7, 10, 11]. 
В данной работе приведена постановка задачи одностороннего дискретного контакт-
ного взаимодействия упругого тела и абсолютно жесткого полупространства, описан чис-
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ленный алгоритм, основанный на конечно-элементной технологии, и представлены ре-
зультаты решения задачи теории упругости без учета и с учетом трения. В последнем слу-
чае представлены численные данные, характеризующие сходимость решения. 
1. Постановка задачи теории упругости с односторонним дискретным 
контактом 
Рассмотрим в двухмерном пространстве    с декартовой системой координат 
1 2x xO  тело, занимающее область G , ограниченную кусочно-гладкой границей G  
(рис.1). Математическая формулировка квазистатической задачи теории упругости вклю-
чает следующие соотношения: 
уравнения равновесия 
    , 0j i j iQ  u x , Gx ,  (1) 
граничные условия (кинематические и силовые) 
    
1
0
S
u x u x , 
1S G x , (2) 
    
2
ji j iS
n p u x , 
2S G x  (3) 
соотношения Коши для компонент тензора деформации 
    
1
, ,
2
ij i j j iu u  x , Gx , (4) 
и определяющие уравнения (в данном случае закон Гука) для компонент тензора напря-
жений    
  0eij ijkl kl ijkl kl klC C      , (5) 
где  u x  – вектор перемещения точки, определяемой радиусом-вектором i ixx e , здесь 
и далее 1,2i  ;  0u x  – вектор перемещения точки, расположенной на поверхности 1S ;
   i iQQ x x e  – вектор массовых сил;    i ipp x x e  – вектор внешней нагрузки, дей-
ствующей на поверхности 
2S ; 
e
kl  – компоненты тензора упругой деформации; 
0
kl  – 
компоненты тензора начальной деформации (для термоупругого тела таковыми являются 
температурные деформации); 
ijklC  – компоненты тензора коэффициентов упругости. 
При решении задачи с односторонним дискретным контактом в заданных точках 
контакта mA  ( 1,m M , где M  – конечное число точек контакта) дополнительно должны 
быть выполнены два условия контактного взаимодействия с ограничивающей контактной 
поверхностью kS . Для этого зададим на контактной поверхности kS  в каждой контактной 
точке mA  внешнюю относительно области G нормаль 
m
kn  и касательный вектор 
m
kτ  (рис. 
1). Тогда условия контактного взаимодействия можно записать в виде следующих двух 
соотношений: 
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кинематическое условие 
 m m
n nu δ , (6) 
силовое условие 
 0mn  , (7) 
где m
nu  – перемещение точки дискретного контакта mA  в направлении внешней нормали 
m
kn ; 
m
nδ  – начальное расстояние (зазор) по нормали 
m
kn  между точкой дискретного кон-
такта mA  и некоторой сходственной точкой 
k
nA , расположенной на контактной поверхно-
сти kS , (здесь 0
m
nδ  ); 
m m m
n k  n  – проекция вектора напряжений 
m  на нормаль m
kn . 
Условие (7) означает, что в точках фактического контакта растягивающие напряже-
ния отсутствуют. Если условие (7) не выполняется (в точках нарушения контакта = 0mn ), 
то данная точка mA  перестает быть контактной. Необходимо отметить, что при стандарт-
ном рассмотрении контактного взаимодействия, например, двух тел, для каждого тела 
строится своя внешняя нормаль, поэтому нормальные проекции напряжений m
n  на соот-
ветствующие нормали являются отрицательными, то есть контактные нормальные напря-
жения являются сжимающими. При отсутствии трения касательные контактные напряже-
ния на поверхности контакта kS  равны нулю, т.е. в данном случае в точках дискретного 
контакта 1,m M  имеем: = 0m , где 
m m m
k  τ  (  –касательный вектор к контактной 
границе kS , рис 1). 
 
Рис. 1. Схема одностороннего дискретного контакта 
 
Многие прикладные задачи требуют учета сил трения на контактных поверхностях. 
В данной работе трение учитывалось в рамках закона Амонтона-Кулона [1]. Касательные 
контактные напряжения 
m
  в точках дискретного контакта вычислялись по формуле 
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 m mn   , (8) 
если имело место скольжение контактного узла mA  по контактной поверхности kS , здесь 
  – коэффициент трения (трения скольжения). А в том случае, когда наблюдается прили-
пание точки контакта mA к контактной поверхности kS , должно выполняться строгое не-
равенство 
 m mn   , (9) 
Совокупность соотношений (1) – (9) составляет математическую формулировку за-
дачи теории упругости с односторонним дискретным контактом. 
Для численного решения сформулированной выше задачи и некоторых ее вариантов 
был использован метод конечных элементов (МКЭ) [1, 3 – 5]. Процедура его применения 
описана во многих указанных руководствах. В частности, в данной работе был использо-
ван вариант МКЭ, описанный в [5]. 
2. Основные матричные соотношения МКЭ 
Приведем основные матричные соотношения, которые были использованы при раз-
работке программного кода для решения рассматриваемых в данной работе контактных 
задач. Введем в рассмотрение следующие векторы:  
11
22
12

 

 
 
   
 
 
  – вектор напряжений; 
 
11
22
12

 

 
 
   
 
 
  – вектор деформации;  
0
11
0
0 22
0
12

 


 
 
   
 
 
  – вектор начальной деформации; 
 
 
 
1
2
Q
Q
  
  
  
x
Q x
x
 – вектор массовой (объемной) силы;  
 
 
0
10
0
2
u
u
  
  
  
x
u x
x
 – вектор заданных 
перемещений точек поверхности 1S ;  
 
 
1
2
=
p
p
  
 
  
x
p x
x
 – вектор заданной распределенной 
нагрузки, действующей на поверхности 2S . 
Определяющие соотношения (5) запишем в матричном виде 
      , (10) 
где компоненты матрицы Гука   зависят от вида рассматриваемого напряжено-
деформированного состояния. 
Решение задачи (1) – (5), то есть без учета условий на границе контакта kS , эквива-
лентно решению соответствующей вариационной задачи, т. е. минимизации функционала 
полной потенциальной энергии. Выражение функционала полной потенциальной энергии 
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линейно упругого тела, размещённого в пространстве    и нагруженного массовыми 
 Q x  и поверхностными  p x  имеет вид [1, 3 – 5] 
  
T T T1
2
2G G S
dv dv ds     u Q u p    , (11) 
здесь  
 
 
u
v
  
  
  
x
u x
x
 – вектор перемещений точек тела. При минимизации функционала 
(11) должны быть учтены кинематические граничные условия (2) и аналогичные кинема-
тические условия на контактной поверхности kS , например,    
0
k
kS
u x u x , 
kS G x , где  
0
ku x  – заданный вектор перемещения точки, расположенной на по-
верхности kS .  
Минимизацию функционала (11) выполним с помощью МКЭ. В качестве конечного 
элемента выберем простейший 3-х узловой конечный элемент. Разобьем область G  на ко-
нечные элементы. Пусть в результате разбиения получилось eK – число конечных элемен-
тов и uK  – общее число узлов конечно-элементной модели. Область, которую занимает 
конечный элемент ( )e , обозначим  
e
V .  
Глобальный вектор перемещений  U  состоит из перемещений всех узлов конечно-
элементной модели, а так как каждый узел имеет два перемещения, то размерность гло-
бального вектора перемещений равна 2 uK , таким образом, имеем 
  
1
2
3
2 uK
U
U
U U
U 
 
 
 
 
  
 
 
  
, (12) 
здесь все перемещения узлов в направлении оси 1xO  имеют нечетный индекс, а в направ-
лении оси 2xO  – четный. 
Между компонентами локального вектора узловых перемещений   eU  и компонен-
тами глобального вектора перемещений  U  имеет место связь 
 
  
 
 
 
 
 
 
     
1
2
3
2 u
e
i
e
i
e
je e e
e
j
e
k K
e
k
u
Uv
U
u
U a U a U
v
u U
v

 
   
   
   
              
   
   
    
 
 
, (13) 
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здесь 
( )ea    – матрица геометрических связей конечного элемента ( )e  [5]. 
Вектор перемещения произвольной точки     1 2, ex x G   внутри рассматриваемо-
го элемента ( )e  аппроксимируем с помощью выражения 
( )
( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
( )
0 0 0
0 0 0
e
i
e
i
ee e ee
ji j ke
e e ee e
i j k j
e
k
e
k
u
v
uN N Nu
N N Nv v
u
v
 
 
 
 
     
      
      
 
 
 
 
u  
    ( ) ( ) ( ) ( ) ,e e e eN U N a U             (14) 
здесь ( )eN    – матрица-строка функций формы конечного элемента ( )e . 
Связь между компонентами вектора деформации  ( )e  и компонентами вектора уз-
ловых перемещений  ( )eU  конечного элемента ( )e  определяется соотношениями Коши (4) 
и в матричном виде их можно записать так  
    
( )
( )
( )
11 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 ( ) ( )
( )
12
( )
( )
0 0 0
1
0 0 0
2
e
i
e
ie
ei j k
je e e e e
i j ke e
je
i i j j k k
e
k
e
k
u
v
b b b
u
B U c c c
S v
c b c b c b
u
v

 

 
 
 
     
    
          
    
    
 
 
 
 , (15) 
где 
( )eS  – площадь конечного элемента, а учитывая соотношение (14), получим 
        
( )
11
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22
( )
12
e
ee e e e e e
e
B U B a U

 

 
 
              
 
 
 . (16) 
Компоненты вектора напряжений внутри конечного элемента ( )e  вычисляются с по-
мощью закона Гука (10) 
  ( ) ( ) ( )e e e    . (17) 
Функционал (9) достигает экстремума, если выполняется условие  
 
 
 0
d
d U

 . (18) 
Окончательно матричное уравнение (глобальная система линейных алгебраических 
уравнений), эквивалентное условию (18), имеет вид 
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      K U R , (19) 
здесь  K  – глобальная матрица жесткости;  R  – глобальный вектор нагрузки.  
Глобальная матрица жесткости  K  и глобальный вектор нагрузки  R  всей конеч-
но-элементной модели строятся путём суммирования соответствующих локальных матриц 
с учётом геометрических связей, определяемых конечно-элементной моделью [5]. При 
решении системы (19) не обходимо учесть кинематические граничные условия (2), а так-
же дополнительные кинематические условия на поверхности kS . В данной работе был ис-
пользован метод сопряженных градиентов, что позволило учесть указанные условия непо-
средственно при реализации процедур метода сопряженных градиентов, не перестраивая 
для этого матрицу жесткости  K  и вектор нагрузки  R .  
3. Численное решение задачи теории упругости c односторонним 
дискретным контактом 
В качестве примера рассмотрено плоское напряженное состояние пластинки, зани-
мающей в двухмерном пространстве    с декартовой системой координат 1 2x xO  область 
G  с размерами в плане 0,11м 0,05 м . Пластинка выполнена из материала с модулем уп-
ругости Е = 200 ГПа и коэффициентом Пуассона 0,3. На нижней поверхности S  имеются 
выступы треугольной формы (рис. 2). Внешними вершинами выступов mA , 1,m M , где 
M  – число вершин выступов  5M  , пластинка опирается на абсолютно жесткое полу-
пространство. Роль контактной поверхности kS  выполняет поверхность полупространст-
ва. Поверхность 1S , на которой заданы кинематические граничные условия (2), состоит из 
трех участков 11S , 12S  и 13S : на участке 11S  заданы отрицательные перемещения 2u  = – 
0,00004м в направлении оси 2xO , а на участке 12S  положительные перемещения 1u  = + 
0,0001м в направлении оси 1xO . Поверхность 13S  зафиксирована от горизонтальных пе-
ремещений  1 0u = , но вертикальные перемещения 2u  точек поверхности допустимы. На 
поверхности kS  заданы условия не проникновения в полупространство, то есть принято, 
что для вершин выступов mA  2 0
mu  , 1,m M , а ограничений на горизонтальные пере-
мещения 
1
mu  нет. Таким образом, пластинка испытывает сжатие по оси 2xO  и растяжение 
по оси 1xO . 
Данная задача без учета трения между выступами mA  и контактной поверхностью 
kS  является задачей теории упругости для пластинки с заданными кинематическими гра-
ничными условиями. 
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Рис. 2. Схема одностороннего дискретного контакта 
 
Эта же задача была решена с учетом трения. Решение имело итерационный характер 
и реализовывалось следующим образом. На первом шаге выполнялось решение обычной 
упругой задачи без учета трения, т.е. все контактные узлы mA  имели возможность при де-
формировании свободно перемещаться горизонтально вдоль поверхности контакта kS . 
Для удобства вычислений направления осей локальных систем координат m mm k kA n   (см. 
рис. 1) выбирались так, чтобы положительные направления касательной mu  и нормальной 
m
nu  компонент вектора перемещения 
m
u  в контактных узлах mA  совпадали с положитель-
ными направлениями соответствующих координатных осей 1xO  и 2xO . 
После вычисления касательных перемещений mu   1m mu u  , нормальных mn  
 22m mn   и касательных m   12m m   компонент вектора напряжений в контактных 
узлах mA  проверялось условие прилипания (9). Если устанавливалось, что 
m m
n   , то 
на следующей итерации в рассматриваемом контактном узле mA  фиксировалось значение 
касательной компоненты 0mu   вектора перемещения 
m
u , то есть было запрещено гори-
зонтальное перемещение рассматриваемого контактного узла mA . А в том случае, когда 
условие прилипания (9) не выполнялось, проводилась коррекция касательной компоненты 
узловой силы mP  с помощью соотношения 
 
   
   
    
 1
max ,
mR k mT k
m k m k m k
mR k mT k
P P P
 
  
 
 
 


    , (20) 
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где  
m k
P – значение касательной компоненты узловой силы 
m
P  в контактном узле mA
 1,m M  после выполнения ойk   итерации;  m kP – заданное приращение касательной 
компоненты узловой силы 
m
P  в контактном узле mA , например, 
   m k m k
P P   , где 
0 1  ;  
mR k
  – модуль касательной компоненты вектора напряжений, вычисленной по 
результатам ойk   итерации, 
 mT k
 – теоретическое значение модуля касательной ком-
поненты вектора напряжений, здесь    
mT k m k
n   , 
 m k
n – модуль нормальной компо-
ненты вектора напряжений, вычисленной по результатам ойk   итерации. 
В выражении (20) при выборе знака необходимо руководствоваться следующим: 
если   0
m k
P   и 
   mR k mT k
   , то выбирается знак «–»; если 
 
0
m k
P   и 
     mT k mR k mT k
        , то выбирается знак «+»; если 
 
< 0
m k
P  и 
   mR k mT k
   , то 
выбирается знак «+»; если   < 0
m k
P  и 
     mT k mR k mT k
        , то выбирается знак  
«–». 
Учитывая выбор направления осей систем координат m mm k kA n  , в данной работе было 
принято, что    
1
m k m k
P P   и 
   
2
m k m k
nP P . 
Так как численно добиться точного выполнения равенства (8), учитывающего 
скольжения, не удается, то вводится некоторый параметр  , который позволяет организо-
вать устойчивый численный итерационный процесс коррекции значений касательной 
компоненты узловой силы mP  и в том случае, когда расчетные значения касательных на-
пряжений m R
  в рассматриваемом контактном узле приближаются (по модулю) к теоре-
тическим значениям mT
  снизу. В процессе выполнения итераций модуль разности значе-
ний касательных напряжений 
   m R k mT km
        стремится к нулю. 
Таким образом, особенностью рассмотренного алгоритма является то, что в дис-
кретных контактных точках одновременно формируются кинематические граничные ус-
ловия в направлении нормали к контактной поверхности и силовые граничные условия в 
направлении касательной.  
Процесс вычислений заканчивается после оценки сходимости результатов итерации, 
например, для этого может быть использовано соотношение 
    
1m k m k
u

 u u , (21) 
где  
1m k
u – вектор перемещения 
m
u  контактного узла mA , 1,m M , после выполнения 
 1 ойk    итерации; u  – требуемая точность по перемещениям контактных узлов. 
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На рис. 3 показаны конечно-элементная модель пластинки (рис. 3, а) и в увеличен-
ном масштабе ее деформированное представление без учета (рис. 3, б) и с учетом (рис. 3, 
в) трения.  
На рис. 4 – 8 представлены поля компонент компонент тензора напряжений и 
вектора перемещений, вычисленные без учета и с учетом трения. 
Как и следовало ожидать, поля компонент тензора напряжений и вектора 
перемещения, построеннные для варианта расчета без учета трения, имеют выраженный 
симметричный характер по сравнению с аналогичными полями, построеннными на 
основании данных, полученных с учетом трения. 
Заметное количественное различие можно обнаружить при сравнении результатов 
численных исследований (см. табл. 1) для контактных узлов mA , 1,m M , здесь 5M   
(рис. 3, а), полученных при решении рассматриваемой задачи без учета трения (числи-
тель) и с учетом трения (знаменатель). 
 
а 
 
б 
 
в 
Рис. 3. Конечно-элементная модель пластинки: а – до деформирования; б – после деформирования без учета 
трения; в – после деформирования с учетом трения 
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а 
 
б 
Рис. 4. Поле компоненты тензора напряжений 11 (МПа): а – без учета трения; б – с учетом трения 
 
 
а 
 
б 
Рис. 5. Поле компоненты тензора напряжений 22 (МПа): а – без учета трения; б – с учетом трения 
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а 
 
б 
Рис. 6. Поле компоненты тензора напряжений 12 (МПа):а – без учета трения; б – с учетом трения 
 
 
а 
 
б 
Рис. 7. Поле компоненты вектора перемещений 1u (м): а – без учета трения; б – с учетом трения 
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а 
 
б 
Рис. 8. Поле компоненты вектора перемещений 2u (м): а – без учета трения; б – с учетом трения 
Таблица 1. Результаты сравнительных численных исследований 
Номер 
контактного 
узла 
 
410 ,мu   
 
 
1,МНP  
 
2 ,МНP  
 
11, МПа  
 
22 , МПа  
 
12 , МПа  
 
1 
0,15579 
–––––––– 
0,01727 
0,0 
–––––––– 
-0,480 
1,657 
––––––––– 
1,601 
41,985 
––––––––– 
14,580 
-331,409 
––––––––– 
-320,238 
0,0 
–––––––– 
96,071 
 
2 
0,32427 
–––––––– 
0,17218 
0,0 
–––––––– 
-0,463 
1,534 
––––––––– 
1,545 
51,107 
––––––––– 
36,611 
-306,823 
––––––––– 
-309,034 
0,0 
–––––––– 
92,710 
 
3 
0,50213 
–––––––– 
0,34588 
0,0 
–––––––– 
-0,458 
1,520 
––––––––– 
1,528 
52,961 
––––––––– 
47,092 
-304,018 
––––––––– 
-305,603 
0,0 
–––––––– 
91,681 
 
4 
0,68031 
–––––––– 
0,52793 
0,0 
–––––––– 
-0,462 
1,535 
––––––––– 
1,538 
51,310 
––––––––– 
53,661 
-307,086 
––––––––– 
-307,704 
0,0 
–––––––– 
92,311 
 
5 
0,85141 
–––––––– 
0,70284 
0,0 
–––––––– 
-0,521 
1,657 
––––––––– 
1,736 
44,012 
––––––––– 
59,491 
-331,341 
––––––––– 
-347,379 
0,0 
–––––––– 
104,213 
 
На рис. 9 и 10 представлены зависимости, характеризующие процесс сходимости 
при решении задачи теории упругости с дискретным односторонним контактом c учетом 
трения. Цифрами обозначены номера контактных узлов (см. рис. 3, а). 
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а  б 
Рис. 9. Изменения значений компонент вектора узловых сил 
m
P  контактных узлов mA  в зависимости от 
числа итераций N : а – касательные компоненты; б – нормальные компоненты 
 
 
Рис. 10. Изменения значений компонент вектора напряжений 
m  (а – в) и касательной компоненты 
1
m mu u  вектора перемещения 
m
u  (г) контактных узлов mA  в зависимости от числа итераций N  
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Из графиков на рис. 9 – 10 видно, что использование соотношения (20) для 
коррекции касательных сил, учитывающих эффект трения в контактных узлах конечно-
элементной модели, позволяет получить устойчивое сходящееся решение задачи теории 
упругости с односторонним контактом. 
Заключение 
Разработан алгоритм решения задач контактных теории упругости с выраженным 
дискретным односторонним взаимодействием. Предложен итерационный алгоритм кор-
рекции касательных сил, учитывающих процесс трения при взаимодействии, и создан 
комплекс прикладных программ. 
Выполненные численные исследования дискретного одностороннего контактного 
взаимодействия упругой пластинки и абсолютно жесткого полупространства показали 
достаточно высокую эффективность разработанного алгоритма и, реализующего его, про-
граммного кода.  
Работа выполнена при поддержке гранта государственной поддержки ведущих на-
учных школ НШ-1432.2014.8. 
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Development and operation of modern machinery and latest technology require reliable es-
timates of the strength characteristics of the critical elements of structures and technological 
equipment under the impact of high-intensity thermomechanical loading, accompanied, as a rule, 
by complex contact interaction. Mathematical modeling of stress-strain state of such parts and 
components in the contact area, based on adequate mathematical models, modern numerical 
methods and efficient algorithms that implement the direct determination of displacement fields, 
strains and stresses, is the main tool that allows fast acquisition of data required for the calcula-
tions of strength and durability. The paper considers an algorithm for constructing the numerical 
solution of the contact problem of elasticity theory in relation to the body, which has an obvious 
one-sided discrete contact interaction with an elastic half-space. The proposed algorithm is spe-
cially designed to have a correction of the tangential forces at discrete contact points, allowing us 
to achieve sufficiently accurate implementation of the adopted law of friction. The algorithm is 
embedded in a general finite element technology, with which the application code is generated. 
Numerical study of discrete unilateral contact interaction of an elastic plate and a rigid half-space 
showed a high efficiency of the developed algorithm and the application code that implements it. 
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